Géométrie dans l’espace



1. Prouver que deux vecteurs sont colinéaires ou orthogonaux
a) Prouver que deux vecteurs sont colinéaires
Le produit vectoriel n’étant plus au programme, il faut utiliser un autre moyen.
Par définition, les vecteurs  et  sont colinéaires si et seulement si il existe un réel k tel que  .
b) Prouver que deux vecteurs sont orthogonaux 
Il suffit pour cela de prouver que leur produit scalaire est nul.


2. Trouver une équation de droite ou de plan
a) Equation de droite

· Représentation paramétrique
Soit d, la droite de l’espace passant par le point et de vecteur directeur .
Le point  appartient à la droite d si et seulement si il existe un réel k tel que : , c’est-à-dire :


b) Equation de plan

· Equation paramétrique
On considère le plan .
Le point M(x ; y ; z) appartient au plan (ABC) si et seulement si il existe deux réels  tels que : 
Ce qui équivaut à :


Cette représentation paramétrique n’est pas unique.


· Equation cartésienne
Soit un plan  passant par  et de vecteur normal .
Le point M(x ; y ; z) appartient au plan  si et seulement si :
, où 



2. Trouver un vecteur  orthogonal à deux autres vecteurs 
Valable uniquement dans certains cas
Soit  un vecteur normal au plan (ABC).
Alors le vecteur  est orthogonal à  et à ce qui équivaut à écrire que :

On obtient un système de deux inconnues en b et c, qu’il suffit de résoudre.
Attention, cette méthode ne peut pas être utilisée dans le cas où le vecteur   a sa première coordonnée nulle.


3. Intersection de droites et de plans
a) Intersection de deux droites
Si ce n’est pas fait, il est bon d’écrire une représentation paramétrique de chacune des deux droites :

Soit un point appartenant à . Alors les coordonnées de I vérifient les équations paramétriques de (d) et de (d’). On cherche donc k et k’ tels que :

Plusieurs cas peuvent se présenter :
· On ne trouve pas de solution : cela signifie que les deux droites sont parallèles non sécantes ou non coplanaires. Il faut alors examiner si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires ou non : 
· s’ils sont colinéaires, les droites sont parallèles non confondues ;
· s’ils ne sont pas colinéaires, les droites ne sont pas coplanaires.
· On trouve une unique solution :
Alors les deux droites sont sécantes en un point dont on pourra déterminer les coordonnées.
· On trouve une infinité de solutions :
Les deux droites sont confondues.



b) Intersection d’une droite et d’un plan
· si on connaît une équation paramétrique du plan, on procède comme au a), en cherchant cette fois trois réels vérifiant le système.
· Si on connaît une équation cartésienne du plan :
, et si : ,
Il suffit de remplacer x, y et  z par leur valeur en fonction de k dans l’équation de (P) et de résoudre cette équation en k :


Plusieurs cas peuvent se présenter :
· On ne trouve pas de solution (équation impossible) : 
La droite et le plan  ne sont pas coplanaires
· On trouve une solution :
La droite et le plan se coupent en un seul point
· On trouve une infinité de solutions :
La droite est incluse dans le plan. (L’intersection est alors la droite)

c) Intersection de deux plans
L’intersection de deux plans est une droite, dont la direction est commune aux deux plans.
· Si on connaît une équation cartésienne de chacun des plans :


Ces deux plans sont sécants si et seulement si leurs vecteurs normaux ne sont pas colinéaires.
On forme alors un système avec leurs équations cartésiennes :

Par exemple :



En posant : z = t, on obtient :

C’est un système de deux équations deux inconnues x et y, que l’on résout en considérant que t est un nombre donné.




Une représentation paramétrique de l’intersection des deux plans est donc :


· Si on connaît l’équation cartésienne d’un des deux plans et une représentation paramétrique de l’autre plan :


On remplace x, y et z par leur valeur en fonction de t et t’ dans l’équation cartésienne de (P), ce qui permet d’exprimer t’ en fonction de t. En remplaçant t’ par cette expression dans la représentation paramétrique de (P’), on obtient une représentation paramétrique de l’intersection des deux plans.


3. Prouver qu’une droite est orthogonale à un plan
En ce qui concerne la droite (D), 
- soit elle est définie par une représentation paramétrique, et alors on peut facilement déterminer un vecteur directeur : 
Un vecteur directeur de (D) est alors le vecteur 
· soit elle est définie par un point et un vecteur directeur .


a) (D) orthogonale au plan (ABC)
Il suffit de prouver que  est orthogonal aux vecteurs  et  :


b) (D) orthogonal à un plan (P) dont on connaît un vecteur normal
Il suffit alors de prouver que  et  sont colinéaires : 
Il existe un réel k tel que .
c) (D) orthogonale à un plan (P) dont on connaît une équation cartésienne.
Si , cela implique que  est un vecteur normal de (P).
Il suffit donc d’appliquer la méthode vue en b).

4. Prouver que deux plans sont parallèles
a) Connaissant un vecteur normal de (P) et deux vecteurs non colinéaires de (P’)
Soit (P) un plan de vecteur normal  
Soit  et  deux vecteurs de (P’). 
On prouve alors que  et  sont orthogonaux à  : .


b) Connaissant un vecteur normal de chacun des deux plans
Soit (P) un plan de vecteur normal  et  (P’) un plan de vecteur normal  .
Il suffit alors de prouver que les vecteurs  et  sont colinéaires.

[bookmark: _GoBack]5. Prouver que deux plans sont orthogonaux
Il suffit de prouver que leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
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